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 В настоящее время большое внимание привлекают задачи математиче-
ской физики, возникающие при описании волновых движений жидкостей различ-
ной природы в деформируемых трубках. Этот интерес обусловлен не только 
большой прикладной значимостью указанных задач (процесс переноса в различ-
ных химико-технологических устройствах, гемодинамика, трубопроводный 
транспорт), но и их новым теоретическим и математическим содержанием, 
часто не имеющим аналогов в классической математической физике.  
 В данной работе, на основе одномерных уравнений, рассмотрена механи-
ческая система, включающая в себя деформируемую трубку, в полости которой 
протекает жидкость. 
 Математическая модель исследуемой системы представляет собой 
уравнение движения идеальной сжимаемой баротропной двухфазной пузырько-
вой жидкости совместно с уравнением неразрывности, учитывающим кинема-
тическое контактное условие непроницаемости и уравнения статики неодно-
родной по длине вязко-упругой трубки переменного кругового сечения. Принима-
ется, что трубка полубесконечная и она жестко прикреплена к окружающей 
среде, вследствие чего смещение в осевом направлении отсутствует. 
 
 1. Допустим, что дана полубесконечная вязко-упругая трубка пе-
ременного кругового сечения R=R(x) и толщиной h, где R(x) - монотонно 
убывающая функция ∀x∈[0,∞). Система уравнений гидроупругости со-
стоит из уравнения движения смеси [1] 

x
p

t
u

ж ∂
∂

−=
∂
∂

ρ
0

,              (1.1) 

уравнения неразрывности [2] 
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и уравнения состояния [3] 
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в котором вязко-упругие свойства материала описываются теорией на-
следственной упругости Ю.Н.Работнова [4] 
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 В уравнениях (1.1)-(1.4) u(x,t) - продольная составляющая скоро-
сти, p(x,t) - гидродинамическое давление, w(x,t) - радиальное перемеще-
ние, )()( xRxS 2π=  - площадь поперечного сечения трубки, L(x) - длина 
ее окружности, E(x) - модуль упругости, а Γ(t−τ,x) - разностное ядро ре-
лаксации. Следуя [1] 

0
10

0

2

0
20

0
10

0
10

2020

2

1
1

ρ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ρ−ρ

ρ
α−α

=
pa

)(
 -                         (1.5) 

скорость звука; 
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плотность газожидкостной смеси, а α20 − объемное содержание пузырьков, 
0
10ρ  и 0

20ρ  − истинные плотности жидкости и газа соответственно, 0p  − 
статическое давление. При этом нижний индекс соответствует значениям 
параметров в равновесном состоянии. Не умоляя общности, задаваемые 
функции  R(x), E(x) и Γ(t−τ,x) запишем как 
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где, не ущемляя физику явления, функции gj(x) ( 31,=j ) обладают усло-
виями гладкости, необходимыми для законности проведения последую-
щих операций. 
 Более того, полагаем, что на бесконечности материал трубки одно-
родный, а трубка имеет постоянное поперечное сечение. Отсюда следует 

1321 ===
∞→∞→∞→

)(lim)(lim)(lim xgxgxg
xxx

.                 (1.7) 

 В тоже время считаем, что  
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 Теперь, введя расход жидкости по формуле Q=Su, систему уравне-
ний (1.1)-(1.3), используя выражение (1.4), после ряда выкладок, сведем к 
следующему интегро-дифференциальному уравнению относительно функ-
ции w(x,t), которое описывает динамическое поведение системы 
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 Здесь для краткости записи введено обозначение 
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 2. Рассмотрим случай распространения гармонических волн. Для 
этого, используя метод разделения переменных и заметив, что принципи-
альное значение имеет анализ чисто синусоидального колебания с одной 
заданной частотой ω, решение уравнения (1.9) ищем в виде 

)exp()(),( tixwtxw ω= 0 ,                 (2.1) 
где i - мнимая единица, а )(0 xw  - искомая, вообще говоря, комплексная 
функция координаты положения.  
 В начале преобразуем интеграл, входящий в уравнение (1.9). С 
этой целью, учитывая (2.1), найдем: 
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 Кроме того, проведя замену θτ =−t , получим 
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 Здесь имеем: 
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 Далее, подставив (2.1) в (1.9), учитывая (2.2) и введя новую пере-
менную 
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получим уравнение:  
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Легко установить, что замена Лиувилля 
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приводит предыдущее уравнение (2.3) к виду 
0=+′′ )()()( xyxIxy                             (2.5) 
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 В силу (1.7) и (1.8), переход в (2.6) к переделу дает равенство 
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 Введя обозначение 2δ
=

)()( xIxq   уравнение (2.5) перепишем сле-

дующим образом: 
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 В дальнейшем будем использовать корень, у которого Imδ<0, а на 
потенциал q(x) наложим условие интегрируемости 
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 Для построения решения, уравнение (2.8) необходимо дополнить 
следующими граничными условиями 
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 В результате, решение поставленной задачи сведено к сингулярной 
краевой задаче Штурма-Лиувилля (2.8), (2.10) относительно функции y(x), 
посредством которой в силу (2.3) и (2.4) находим: 
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 3. Рассматривая правую часть (2.8) уравнения как внешний источ-
ник и применяя затем метод вариации произвольных постоянных, решение 
задачи сведем к эквивалентному интегральному уравнению 
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 Уравнение (3.2) является уравнением Волтерра и решается мето-
дом последовательных приближений 
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 Отсюда  в силу неравенства (2.9) и выбора знака Imδ , по признаку 
Вейерштрасса, из равномерной сходимости последовательных приближе-
ний следует, что единственное решение интегрального уравнения (3.2) 
определяется формулой (3.3). 
 Непосредственной проверкой можно показать, что это решение 
является, в свою очередь, решением уравнения (2.8). Для дальнейших це-
лей целесообразно заметить, что ряды получаемые почленным дифферен-
цированием (3.3), также сходятся равномерно. 
 4. Один из путей решения задачи может быть осуществлен, когда 
на торце трубки задано пульсирующее давление  
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где 00p  - задаваемая эмпирическая величина. Вначале заметим, что спра-
ведливо следующее равенство  
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 Положив его в (1.3) и учитывая при этом (1.4), получим: 
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 Сопоставляя (4.1) с (4.2) при  0=x , определяем 
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 Для отыскания расхода смеси ),( txQ  должны быть совместно ре-
шены уравнение движения смеси (1.1) в форме 
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и соотношение (4.4). Здесь, проведя соответствующие выкладки, прихо-
дим к равенству  
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 Подчеркнем, что в линейном приближении физическую величину 
определяют реальные части найденного решения.  
 5. Для дальнейшей численной реализации рассмотрим смесь, со-
стоящую из воды и содержащей небольшие добавки воздуха. Такая схема-
тизация весьма важна, так как вода определяющим образом влияет на про-
текание многих физико-химических, биологических и технологических 
процессов. С другой стороны в ней всегда есть примеси, в частности, пу-
зырьки воздуха [5]. Примем следующие допущения, характеризующие 
смесь. Будем считать, что  
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0 10=p    дн/см2. 

 Отсюда с достаточной точностью легко найти: 
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 Оставшиеся параметры зададим следующим образом: R=1,2 см,  
h=0,2 см,   E∞=4⋅106 дн/см2, p00=1,4⋅103 дн/см2, ω=10 сек-1, Q0=120 см3/сек. 
 Примем сначала в качестве численного примера решение подоб-
ной задачи для неоднородной упругой трубки (α=0) постоянного попереч-
ного сечения {g1(x)=1}. Используя прежние обозначения, для безразмер-
ной скорости 00/ cc  запишем 
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 На рисунке 1 представлены кривые, полученные по приведенной 
выше зависимости при  

2
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 Здесь величина β>0 характеризует увеличение жесткости материа-
ла трубки по мере её удаления от торца. Как и следовало ожидать скорость 
волны увеличивается с возрастанием x и β. Представим теперь числовые 
данные, найденные по формулам (4.4)-(4.6), выполненные применительно 
к случаю однородной упругой трубки })(,{ 10 2 ==α xg   переменного 
кругового сечения, принимая [6] для функции )(xg1  

)()( 011 >α+= α− xexg ,                      (5.2) 
которая описывает сужение трубки по длине. Очевидно, что функции (5.1) 
и (5.2) удовлетворяют условиям (1.7) и (1.8). 
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Рис. 2. 
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Полученные зависимости, представленные на рисунках 2, 3 и 4 на-

глядно иллюстрируют, что амплитуда давления и радиального смещения 
увеличиваются, а амплитуда расхода уменьшается. Кроме того отметим 
тот факт, что построенные графики соответствуют второму приближению, 
т.к. оно дает приемлемый результат (второе и третье приближения прак-
тически совпадают). 
 В заключение заметим, что при тех же допущениях, что и выше, 
численно было получено решение для экспоненциального ядра 

tmet β−=Γ )(  для 20,=m  и æ 20,= . Однако этот вариант не приводится, в 
силу того, что он совпадает с приведенным, не считая возникновения 
весьма незначительного затухания. 

 
 

Рис. 3. 

Рис. 4. 
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ДАРАЛМА ЕФФЕКТИ НЯЗЯРЯ АЛЫНМАГЛА  
ГЕЙРИ-БИРЪИНС ЮЗЛЦ-ЕЛАСТИК БОРУДА ИКИФАЗАЛЫ МАЙЕНИН  

ДЮЙЦНЯН АХЫНЫ 
 

Г.Я.ЯЛИЙЕВ, Р.Й.ЯМЯНЗАДЯ 
 

АННОТАСИЙА 
 

Бу ишдя бирюлчцлц тянликляр ясасында ичярисиндя майе ахан енсиз боруларын 
дахил олдуьу механики системя бахылмышдыр. 

Тядгиг олунан системин рийази модели, идеал, сыхылан, баротроп, икифазалы, 
габаръыглы майенин щярякят тянлийи вя кясилмязлик шяртиндян ибарятдир. Бу заман 
щямчинин нцфузедилмямязлийин кинематик контакт шярти вя узунлуьуна эюря гейри 
биръинс, дяйишян, даиряви ен кясийиня малик юзлц еластик борунун таразлыг тянликляри дя 
нязяря алынмалыдыр.       
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VISCO-ELASTIC TUBE SUBJECT TO CONSTRICTION EFFECT 
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ABSTRACT 

 
In this paper based on the one-dimensional equations we consider a mechanical 

system inclusive a deformed tube in whose cavity the fluid flows. 
 The mathematical model of the investigated system represents the motion 
equation of ideal compressible barotropic two-phase bubble considering the kinematics 
contact impermeability condition and the statics equation of non-homogeneous by 
length visco-elastic tube of variable circular cross-section.    
  
 


